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1 Einleitung

Auf der Suche nach dem einfachsten Weg, Gleichungssysteme zu 16sen, stofit man in
diesem Zusammenhang unter Verwendung von Matrizen haufig auf den Spektralsatz.
Was genau dieser Satz besagt und wie wir ihn benutzen werden, um uns mit einem un-
gelosten mathematischem Problem von Jacques Hadamard zu beschaftigen, mochte
ich gerne in dieser Ausarbeitung zeigen. Der tatsachliche Spektralsatz ist allerdings
auch in anderen Formen in der Literatur zu finden. Die hier verwendete Version
dient lediglich dazu, den Beweis zu demonstrieren und den Satz spater anwenden zu
konnen.

2 Der Spektralsatz

Satz 1. Fur jede reelle Symmetrische Matrix A gibt es eine reelle orthogonale Matriz
Q, sodass QT AQ Diagonalgestalt hat.

Nutzt man nun die Tatsache, dass fiir orthogonale Matrizen Q' = Q7 (da
O(n) = {A € R™"|QTQ = E }) gilt, kann man durch Umformungen zu der Form
A=M\P +... + \\P, kommen. Das bedeutet, dass man A auch als Summe der \;-
fache Projektion auf die von P; erzeugten Matrizen schreiben kann. In dieser Form
ist der Satz bereits haufiger in der Literatur zu finden. Nun wird einer von vielen
Beweisen des Satzes gezeigt. Dieser Beweis wurde von Herb Wilf gefiihrt.

2.1 Beweis

Beweis 1. Nach Wilf wird eine stetige Funktion auf der kompakten Menge der
reellen orthogonalen Matrizen gesucht, welche dann nach K. Weierstrass ihre Ez-
trema annehmen muss. Um dies zu nutzen wird eine Funktion Od(A) mit der

Vorschrift Od(A) : R™" — R,0d(A) = 3°,,;af; definiert. Diese gibt also die
Summe der quadrierten Nichtdiagonalelemente von einer reellen Matriz (A) an.
Damit eine Matrix diagonal ist, muss dieser Wert also gleich null sein. Um nun mait
dem tatsdachlichen Beweis zu beginnen wird auflerdem festgehalten, dass die Menge

O(n) C R™™ eine Gruppe ist, da
(PQ)il — Qflpfl _ QTPT — (PQ)T

Zudem folgt die Abgeschlossenheit und Beschrdnktheit von O(n) sofort, wenn man die
Eigenschaft QQT = E nutzt: Fiir den (1,1)-Eintrag wird die erste Zeile von Q mit
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der ersten Spalte von QT, welche wieder die erste Zeile von Q ist, skalarmultipliziert
und es ergibt sich die Gleichung

qi1qin + Qi2qj2 + - - -+ QinQjn = 0ij, fur 1 <4, <n
wobei q;; die Eintrage von Q) sind. Fir i = j gilt
G4+ =1, firl<i<n

und somit ist |q;| < 1, also ist qi; € [—1,1] und somit ist O(n) beschrinkt und
abgeschlossen, also kompakt.

Unter Verwendung von Lemma 2.2. ist es nun maglich, fir jede Matriz A verallge-
meinert zu argumentieren:

e Da die Abbildung fa: O(n) — R™" P s PTAP stetig ist und ihr Defini-
tionsbereich kompakt ist, ist ihr Bild nach K. Weierstrass in R™*™ ebenfalls
kompakt.

e Lisst man Od: f4(O(n)) — R™™ nun diese kompakte Menge als Definitions-
bereich tibernehmen, so muss Od ihre FExtrema annehmen. Hier ist vor allem
das Minimum von Interesse. Dieses nennt man D = QT AQ € f4(O(n)).

e Da D das Minimum von Od ist, muss Od(D) = 0 gelten.

Ein schneller Widerspruch zeigt, dass es fir Od(D) > 0 ein U € O(n) geben miisste,
sodass Od(UTDU) < Od(D). Dies fiihrt aber wegen D = QT AQ und der Grup-
peneigenschaften von O(n) dazu, dass man mit QU € O(n) das Minimum erreichen
wurde, welches aber bereits D war.

Dieser Beweis ging mit den richtigen Werkzeugen also schnell. Allerdings verlasst
man sich bis jetzt noch auf das noch nicht bewiesene Lemma, was nun folgt.

2.2 Das verwendete Lemma und Beweis

Lemma 1. Wenn eine reelle symmetrische (n X n)-Matriz A nicht schon Diago-
nalgestalt hat, also Od(A) > 0, dann gibt es eine Matriz U € O(n) mit
Od(UTAU) < Od(A).

Um das Lemma zu beweisen reicht es aus, sich eine Matrix A so zu wahlen, dass
mindestens ein Eintrag genau nicht verschwindet. Nach der Wahl einer entsprechen-
den Matrix U reicht es dann zu zeigen, dass fast alle Eintrdge aus der Matrix
B = UTAU gleich mit denen aus A sind, der gewihlte Eintrag allerdings ver-
schwindet. Insofern der gewahlte Eintrag nicht auf der Diagonalen von A lag, gilt

dann Od(UT AU) < Od(A), was gefragt ist.
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Beweis 2. Man wdhle nun die Matriz A so, dass ein beliebiger Nichtdiagonaleintrag
nicht verschwindet, also fir A = (a;;) seiays # 0 fiirr # s. Auflerdem sei die Matrix
U definiert durch

cos () sin(6)

—sin(0) cos ()

1
sodass sich fiir jede Wahl des Winkels 6 eine Orthogonalmatriz ergibt. Nun ist es
méglich, jeden Eintrag (b;) = B =U" AU aus B durch

br = Z Uik Qi Ujl (1)
i3

zu errechnen. Da alle Eintrage von U aufSerhalb der Zeilen und Spalten r,s loder(
sind, ergibt sich fir k,1 ¢ {r,s}, dass by, = ay, gilt. Nun sind die meisten Eintrdge
von B bereits genau gleich denen von A. Des weiteren folgt nach der gleichen Berech-
nung, dass

bir = agrcos(0) + agssin(0), fir k #r,s

und
brs = agrsin(0) + agscos(0), fir k #r,s.

Durch das Quadrieren der Fintrdge by, und bgs ergibt sich durch die Binomischen
Formeln und das Additionstheorem der Winkelfunktionen.:

b2+ br, = a3,.cos*(0) — 2ap.arscos(0)sin(0) + ai sin*(0)
+az, sin*(0) — 2ap,arssin(0)cos(0) + a;,cos*(9)
= a, + aj;
Da schon Matriz A symmetrisch war, folgt die gleiche Formel auch fiir

2 2 2 2
by + by = ay + ag,

S
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insofern | # r,s gilt. Somit ist klar, dass die Quadrate der Nichtdiagonalelemente
in B und A tmmer tbereinstimmen, auch wenn man die Zeilen und Spalten r,s
betrachtet. me'g blewbt, die Elemente b, und b, zu betrachten. Fir diese ergibt sich
nach (1):

brs = (A — ag5)sin(0)cos(6) + a,s(cos*(0) — sin®(0)).

Setzt man nun fir den Winkel 0 verschiedene Werte ein, so ergibt sich zum Beispiel
fiir 8 =0, dass b.s = a,s und fiir 0 = /2, dass b.s = —a,s gilt. Nach dem Zwischen-
wertsatz weifS man nun, dass es einen Wert fiir 0 geben muss, sodass der Ausdruck
fur b.s verschwindet. Daraus folgt dann direkt, dass

Od(B) = Od(UT AU) = Od(A) — 2a2, < Od(A)

gilt. Dies war die geforderte Bedingung an die Umformung und somit gilt das Lemma.

3 Das Determinantenproblem von Hadamard

Jacuges Hadamard stellte sich zu seiner Zeit einige Fragen zu den Eigenschaften von
Matrizen und stoff mit seiner Forschung haufig auf bis heute ungeloste Probleme.
Darunter ist auch die folgende Fragestellung zu finden:

Wie grof} kann die Determinante det A auf der Menge aller reellen (n xn)-
Matrizen A = (a;;) werden, deren Eintrége alle |a;;| < 1 erfiillen?

Zunachst sei erwahnt, dass dieses von Hadamard aufgestellte Problem bis heute keine
allgemeine Losung besitzt. Allerdings ist es moglich, mit Hilfe einiger Vortiiberlegungen,
moglichst nah an diese obere Schranke der Determinante auf diesen ausgewahlten
Matrizen zu gelangen. Dies geschieht, sobald man den Spektralsatz zur Hilfe nimmt,
wundersamer Weise fast von allein.

3.1 Hadamard-Matrizen

Nun zu den Voriiberlegungen: man verwende ohne genaueren Beweis, dass die De-
terminantenfunktion stetig und die von Hadmard beschriebene Menge der Matrizen
kompakt ist. Auf die Kompaktheit stoft man, wenn man die Matrix in einen Zeilen-
vektor mit n? Eintrigen betrachtet. In dieser Form ist es leicht zu sehen, dass jeder
einzelne Eintrag durch —1 oder 1 beschrankt ist und jede Folge, die alle ihre Fol-
genglieder innerhalb des Intervalls [—1, 1] hat, auch ihren Grenzwert in diesem hat.
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Also ist die Menge der Matrizen beschrankt und abgeschlossen und somit nach Heine

Borel kompakt. Damit existiert ein Maximum der stetigen Funktion auf der kom-

pakten Menge. Dieses Argument trat nun schon haufiger auf. Auflerdem nimmt

man 0.B.d.A. an, dass A nicht-singular ist, also keine linear abhéngigen Zeilen und

Spalten besitzt, da die Determinante einer solchen Matrix stets verschwindet.

Des Weiteren ist klar, dass die Determinantenfunktion linear ist, wenn man nur einen

einzelnen Eintrag verandert. So ist es also moglich, jeden einzelnen Eintrag in die

Richtung (also 1) zu verschieben, sodass der Wert der Determinante grofler wird.

Die Matrix A mit der maximalen Determinante wird also eine +1-Matrix sein.

Nun wird der Zusammenhang zwischen dem Spektralsatz und der Fragestellung von

Hadamard klar:

Wenn man anstatt der Matrix A zu einer Matrix B = AT A = (b;;) iibergeht und den
Q15

j-ten Spaltenvektor von A ¢; nennt, ¢; = : | , dann ist klar, dass B eine sym-
Qnyj

metrische Matrix ist, da b;; = (¢;, ¢;). Somit ist der Spektralsatz auf B anwendbar.

Doch vorher folgt aus der obigen Uberlegung zuniichst, dass insbesondere b;; = (ci,ci)

und Spur(B) = > b = n? gilt. AuBerdem rechtfertigt man den Ubergang zur

Matrix B so, dass aufgrund der Rechenregelen der Determinante gilt:

det(B) = det(ATA) < det(B) = det(AT)det(A) < det(B) = det(A)?,

also \/det(B) = |det(A)|, da det(AT) = det(A). Das bedeutet, dass die grofite
Determinante von B auch die groffite Determinante von A sein muss. Also kann man
ebenso nach diesem Maximum fiir B suchen.
Nun verwendet man, dass es nach dem Spektralsatz eine Matrix @) € O(n) gibt,
sodass
)\1 0
Q"BQ = QTATAQ = (AQ)"(AQ) = (2)
0 An

gilt. Nun betrachtet man mit d; den j-ten Spaltenvektor von AQ) und fiir \; ergibt
sich \; = (d;,d;) = Y., d? > 0. Die Diagonalelemente von Q7 B(Q sind alle also

=1 "1
reelle und insbesondere positive Zahlen und man kann ablesen, dass

det(B) = A1... Ay, Spur(B) =)\
=1
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Aufgrund der Eigenschaften der \;’s kann man mit Hilfe von der Ungleichung des
arithmetischen und geometrischen Mittels folgende Gleichung aufstellen:
N S B
det(B) = A1 ... Ay < (Zzzl "= ( pur( ))n —

n n

Daraus folgt nun |det(A)| < v/n" = n™2. Bis auf den Teil der Ungleichung musste
man bis hier hin also nur A durch eine symmetrische Matrix ersetzen und ver-
schiedene Eigenschaften dieser beobachten. Dadurch kam man schnell zu der oberen
Schranke fiir die Determinante von A. Um diese nun mit einer Matrix A zu erreichen,
gentigt es, wenn fiir alle A; (1 < i < n) gilt, dass \; = ... = A\, = A. Dann ergibt sich
gleichzeitig, dass Spur(B) = n\ = n? gelten muss. Da nach oben aber Spur(B) = n?
gilt, muss A = n gelten. Somit haben alle Diagonaleintriage der Matrix Q7 BQ den
gleichen Wert und das Ergebnis ist eine Einheismatrix, welche mit einem Skalar n
multipliziert ist:

QT BQ = nl, oder schon B =nl,, da QT = Q™"

oder ATA=nlI, = AAT.

Dies impliziert folgende Eigenschaft von A mit der maximalen Determinante:
|det(A)| = n"? & (¢, ¢;) =0 fiir i # j.

Damit ist die oben geforderte Bedingung, dass AT A bereits eine Diagonalmatrix sein
muss, erfiillt. Ebendiese Matrizen A werden auch Hadamard — Matrizen genannt.
Nun bleibt es, sich zu fragen, fiir welche Ordnungen n es solche Hadarmard-Matrizen
gibt. Diese Frage ist allerdings nicht konkret zu beantworten. Eine schnelle Uberlegung
zeigt, dass es fiir viele Vielfache von 4 solche Matrizen geben muss, damit die Zeilen
und Spalten linearunabhéngig zueinander bleiben. Trotzdem ist es nicht gewiss, ob
dies fiir alle Ordnungen, welche Vielfache von 4 sind, gilt. Es ist aber moglich, die
Existenz fiir Matrizen der Ordnung n = 2™, m € N, also alle Zweierpotenzen, zu
zeigen.

3.1.1 Hadamard-Matrizen existieren fir alle n = 2™

Beweis 3. Fiir eine Menge X sei |X| = m und man nenne die Elemtente der
Potenzmenge von X, wobei |P(X)| =2™, Cy,...,Com C X. Diese Aufzihlung kann
eine beliebige Reihenfolge haben. Nun definiert man die Eintrige von A = (a;;) durch

ai; = (—1)l€nCil,
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Um zu wissen, ob A mit dieser Definition wirklich eine Hadarmard-Matrix ist, zeigt
man, dass (r;,rj) =0 firi#j.

Wenn also ryundr; die i-te bzw. j-te Zeile von A sind, dann entahlten sie die El-
emente r; = (a1, ..., Q) bzw. v; = (aj1,...,a,) und fir das Skalarprodukt ergibt
sich dann:

n
<7"i,7"j> = Q;1G41 + ...+ AinAjn, = E Qi
k=1

_ Z(_l)\(hﬁc’kl(_l)wjﬂcd — Z(_l)‘cimck‘+|cjnck|‘

k=1 k=1
Nun tiberlegt man sich, dass ein a € X genau in der Halfte aller Mengen C; auftritt.
Da diese alle verschieden sind, gilt C; # C; und somit gilt entweder a € C;\C; oder
a € C;\C;. Man nehme 0.B.d.A. an, dass erstes gilt. Dann teilt man die C; in
Paare C,C\a auf, sodass jede Teilmenge bei durchlaufendem C' erreicht wird. Nun
kann man immer zwei Summanden der Summe auf einmal betrachten und es fallt
auf, dass fur

2m71

Z ((—1)lGnCiHIenel L (_p)lGn@\ahH+CNEabl

stets |C; N C| = |C; N (C\{a})| und |C; N C| = |C; N (C\{a})| + 1 gilt. Damit
haben die beiden FExponenten stets unterschiedliche Paritdt, also verschwinden die
Summanden. Nun ist die Forderung an das Skalarprodukt erfillt. Auflerdem ist klar,
dass sich fir i = j stets das selbe Skalar ergibt und dadurch erhdlt man fur jedes
n = 2™ eine Hadamard-Matriz.

3.1.2 Folgerungen

Nach dem obigen Beweis ist es also moglich, fiir bestimmte Ordnungen n eine solche
Hadamard-Matrix zu finden, deren Eintrage die Forderungen erfiillen. Diese hat dann
stets die groBtmogliche Determinante und das war auch die urspriingliche Fragestel-
lung. Trotzdem beantwortet diese Antwort die Frage nur fiir vereinzelte Falle. Es
ware hilfreicher, einen allgemeinen Wert oder zum Bespiel eine untere Schranke zu
finden, nachdem die obere direkt zu den Hadamard-Matrizen fithrte. Und dies ist
tatsachlich auch moglich. Diese allgemeine Schranke erhélt man auf folgende Weise.
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3.2 Eine untere Schranke

Man wéhlt als Ansatz die Definiton des quadratischen Mittels aller moglichen De-

terminanten:
D, — > aldet A)Q.
(2m)2

Die Ungleichung ergibt sich aus einem Widerspruch: Wenn mazx 4 det(A) < D,, gelten
wiirde, dann waren alle moglichen Determinanten kleiner dem quadratischen Mittel
und somit

D= EAELA?  [Ea D2 JEHDE
2n 2" 2"

Hier floB ein, dass es genau 2" Matrizen mit +1-Eintréigen gibt, da es fiir jeden der
n? Eintrage jeweils 2 mogliche Eintriage gibt. Das bedeutet, dass maz adet(A) > D,
gilt.

Nun lohnt es sich, das quadratische Mittel genauer zu betrachten. Denn mit einigen
Umformungen erhalt man ein iiberrachend klares Ergebnis. Fiir die Berechnung der
Determinante verwendet man bespielsweise die sog. Leibniz-Formel:

1 :
D? = 32 Z(Z(szgnﬂ)alw(l)agﬁ(g) S
A T
1 . .
= o2 Z Z Z(szgna)(szgnT)al,r(l)alf(l) e o) nr(n))”
A o T
1 : .
=5 (signo)(signt (Z A17(1)A17(1) - - - Ono(n)Onr(n))

oT A

N J/
-

™)

Wobei in den letzten Schritt einging, dass man die Summationen innheralb der
Formel vertauschen kann. Aus (*) folgt:

DD DL Wrie) - Gnotn)nrn),

a11==x1 a12==%1 ann==%1

da es fiir jeden der n*-Eintrdge in A die moglichen Werte +1 gibt (s.0.). Bis jetzt
durchliefen o und 7 unabhéngig voneinder alle Permutationen von Matrizen (auf eine
genauere Erklarung der Leibniz-Formel wird hier verzichtet). Betrachtet man nun
aber eine Permutation und legt fest, dass o(i) = k # 7(i), also die Permutationen
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unterschiedlich sind, dann ist es moglich, die Summation so zu vertauschen, dass
es nur ein Element a; gibt (da 7 an der Stelle i einen anderen Wert hat), sodass
Y a,—+1 @ix = 0 ein Faktor in jedem Summanden ist und somit ganz (*) verschwindet.
Dies geschieht bei allen moglichen unterschiedlichen Permutationen, auffer man setzt
o = 7: Dann gilt stets Zaik: 41 @ikair = 1 und somit wird jeder Faktor gleich 1. Es

ergibt sich also
Yoo ) 1=27

a11==%1 ann==1

was man in die ursrpriingliche Formel einsetzen kann. Aufierdem ist sign(o)? auch
stets 1. Also gilt
1
2 n2
Dn——2n2 E 2" =1 E 1 =nl,

da es genau n! Permutationen einer n-elementigen Menge gibt. Insgesamt gilt also:
max adet(A) > vnl.

Das bedeutet, dass es fiir jede +1-Matrix der Ordnung n eine solche Anordnung der
Elemente gibt, sodass der Wert der Determinante grofier als v/n! ist.

Abschlieend bleibt also festzuhalten, dass im Falle der Existenz die Hadamard-
Matrizen stets die hochste Determinante der gesuchten Matrizen annehmen. Allerd-
ings ist dies keinesfalls eine allgemeine Anwort, da solche Matrizen nur fiir ver-
gleichsweise wenige Ordnungen existieren. Viel allgemeiner ist es also, die gezeigte
untere Schranke zu bedenken. Diese garantiert eine Matrix mit +1 Eintragen, sodass
dessen Determinante stets grofer als v/n! ist. Trotzdem ist es aufgrund dieser theo-
retischen Uberlegungen nicht unbedingt klar, wie solche Matrizen kontruiert werden
oder aussehen.
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